Chapter 3

ŚđčŸľăęćęŽåŸ ĂďŸŻĺęčăąéď ŔĺęŽĺŸččáńàď

Śńę ąĲŋáćŸăę Ÿňńæ §Ÿ ğŸĺęňľăáľęňčĲ ńđ ľđčŸľăęćęŽåŸ Žćàľľéď ğĺęŽĺŸččŸńăľčęç ğęň ąçĺăę őŸĺŸąńđĺăľńăąæ ńęňł ĲåďŸă đ őĺãľđ ŸďŸŻĺęčăąéď ĲěăľéľĲàď (ğęň ľňőďá ŸďŸŋâĺęďńŸă ľŸď ŸďŸŻĺęčăąâł ľňďŸĺńãľĲăł). ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, §ĲàĺãľńĲ ńę Ÿąæćęň§ę ğĺæŽĺŸččŸ P , ńę ęğęåę ĲåďŸă ęĺăľčâďę ľńę ľçďęćę ńàď ŸąĲĺŸåàď Ÿĺă§čéď:

F(x) .= if (x eq 0) or (x eq 1) then 1 else F(x − 1) + F(x − 2)

ŃăŸ ľňďđ§ăľčâďđ ğĺŸąńăąã ĲåďŸă ďŸ ŹćâğęňčĲ ğĺęŽĺáččŸńŸ æğàł ńę ğŸĺŸğáďà ľŸď ąŸďæďĲł ğęň Ÿąęćęň§éďńŸł ńęňł čğęĺęçčĲ ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńę Ĳğă§ňčđńæ ŸğęńâćĲľčŸ. Ďńľă, čğęĺęçčĲ ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńđď ńăčã ńęň F(2), àł Ĳěãł:

F(2) → if (2 eq 0) or (2 eq 1) then 1 else F(2 − 1) + F(2 − 2)

→ F(2 − 1) + F(2 − 2) → (if (2 − 1 eq 0) or (2 − 1 eq 1) then 1 else F((2 − 1) − 1) + F((2 − 1) − 2)) + (if (2 − 2 eq 0) or (2 − 2 eq 1) then 1 else F((2 − 2) − 1) + F((2 − 2) − 2)) → (if (1 eq 0) or (1 eq 1) then 1 else F((2 − 1) − 1) + F((2 − 1) − 2)) + (if (0 eq 0) or (0 eq 1) then 1 else F((2 − 2) − 1) + F((2 − 2) − 2)) → 1 + 1 → 0 æğęň ńę ľçčŹęćę → ľňčŹęćåİĲă ńđ čĲńŸńĺęğã čăŸł âąŋĺŸľđł ľĲ čăŸ áććđ čĲ ńđ őĺãľđ Ĳďæł ľňďńŸąńăąęç ąŸďæďŸ.

Ę ğŸĺŸğáďà ńĲőďăąã ŹŸľåİĲńŸă ąŸńá ąçĺăę ćæŽę ľńđ ľňďńŸąńăąã Żęčã ńđł ŽćéľľŸł. ĂğęńĲćĲå ęňľăŸľńăąá âďŸ ĲåŻęł čđőŸďăľńăąãł ľđčŸľăęćęŽåŸł (operational semantics) ŽăŸ ńđ ŽćéľľŸ ńàď ŸďŸŻĺęčăąéď ğĺęŽĺŸččáńàď ğęň §ĲàĺęçčĲ. ĆĲďăąá, čăŸ ńâńęăŸ ğĺęľâŽŽăľđ ŻĲď ĲåďŸă ŸğæćňńŸ ăąŸďęğęăđńăąã Żăæńă ŻĲď čŸł ŻåďĲă ąŸččåŸ ğćđĺęŋęĺåŸ ľőĲńăąá čĲ ńę čŸ§đčŸńăąæ ďæđčŸ Ĳďæł ğĺęŽĺáččŸńęł.

ŃăŸ áććđ ğĺęľâŽŽăľđ ğęň čğęĺĲå ąŸďĲåł ďŸ Ÿąęćęň§ãľĲă ĲåďŸă ďŸ ŸďńăčĲńàğåľĲă ńę ğĺæ- ŽĺŸččŸ ľŸď čăŸ Ĳěåľàľđ čĲ áŽďàľńę ńę F đ ęğęåŸ ğĺâğĲă ďŸ Ĳğăćň§Ĳå. Ę Ĳěåľàľđ Ÿňńã čğęĺĲå ďŸ âőĲă ğęććâł ćçľĲăł ąŸă ľńđď ğĲĺåğńàľđ Ÿňńã §Ÿ őĺĲăŸľńęçčĲ ąáğęăę ńĺæğę ĲğăćęŽãł ńđł ğăæ \ąŸńáććđćđł" Ÿğæ Ÿňńâł. Ę \ěĲőàĺăľńã"Ÿňńã ćçľđ §Ÿ ĲåďŸă ąŸă ńę čŸ§đčŸńăąæ ďæđčŸ ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ğĺęŽĺáččŸńęł.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.1 Ăď ŻęçčĲ ńę ğŸĺŸğáďà ğĺæŽĺŸččŸ àł čăŸ Ĳěåľàľđ čĲ áŽďàľńę ńę F, ğĲĺăčâ-

ďęňčĲ ęńă đ ćçľđ ńđł Ĳěåľàľđł Ÿňńãł §Ÿ ĲåďŸă ąáğęăŸ čŸ§đčŸńăąã ľňďáĺńđľđ. Šę ğĺæŽĺŸččŸ æčàł Ÿňńæ âőĲă áğĲăĺĲł ńâńęăĲł ćçľĲăł. ŃăŸ ľňďáĺńđľđ ğęň ăąŸďęğęăĲå ńę ğĺæŽĺŸččŸ ĲåďŸă ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ đ:

f_0(x) =

8>
><
>:

0, if (x < 0) 1, if (x eq 0) or (x eq 1) f_0(x − 1) + f_0(x − 2), if (x > 1)

ŃăŸ áććđ ľňďáĺńđľđ ğęň ăąŸďęğęăĲå ńę ğĺæŽĺŸččŸ ĲåďŸă đ Ÿąæćęň§đ:

f_1(x) =

8>
>
><
>
>:

5, if (x eq − 1) f_1(x + 2) − f_1(x + 1) if (x < −1) 1, if (x eq 0) or (x eq 1) f_1(x − 1) + f_1(x − 2), if (x > 1)

Ďğåľđł, ńę ğĺæŽĺŸččŸ ăąŸďęğęăĲåńŸă ąŸă Ÿğæ ńđď Ÿąæćęň§đ (čĲĺăąã) ľňďáĺńđľđ:

f_P (x) =

8>
><
>:

čđ ęĺăľčâďđ, if (x < 0) 1, if (x eq 0) or (x eq 1) f_P (x − 1) + f_P (x − 2), if (x > 1)

ŐćĲł ęă ğŸĺŸğáďà ľňďŸĺńãľĲăł âőęňď ńđď ăŻăæńđńŸ æńă ăąŸďęğęăęçď ńę ğŸĺŸğáďà ŸďŸŻĺęčăąæ ğĺæŽĺŸččŸ, ŽăŸ ąá§Ĳ čăŸ Ÿğæ Ÿňńâł ŻđćŸŻã ăľőçĲă: f_i(x) = if (x eq 0) or (x eq 1) then 1 else f_i(x − 1) + f_i(x − 2)

ĞŸ ćâčĲ æńă ęă ľňďŸĺńãľĲăł (æğàł Ÿňńâł ńęň ğŸĺŸğáďà ğŸĺŸŻĲåŽčŸńęł) ğęň ăąŸďęğęăęçď âďŸ ğĺæŽĺŸččŸ P ĲåďŸă ľńŸ§Ĳĺá ľđčĲåŸ (˛xpoints) ńęň ŸďŸŻĺęčăąęç ğĺęŽĺáččŸńęł P . Ăğæ ńăł ľňďŸĺńãľĲăł ńęň ğŸĺŸğáďà ğŸĺŸŻĲåŽčŸńęł, đ f_P čğęĺĲå ďŸ ŻĲăőńĲå ęńă âőĲă čăŸ ľđčŸďńăąã ăŻăæńđńŸ: ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę x ŽăŸ ńęď ęğęåę đ f_P ĲåďŸă ęĺăľčâďđ, æćĲł ęă áććĲł ľňďŸĺńãľĲăł ğęň ĲåďŸă ľńŸ§Ĳĺá ľđčĲåŸ ńęň ğĺęŽĺáččŸńęł ĲåďŸă Ĳğåľđł ęĺăľčâďĲł. Ďğăğćâęď čğęĺĲå ďŸ ŻĲăőńĲå æńă đ f_P ĲåďŸă đ čęďŸŻăąã ľňďáĺńđľđ ğęň âőĲă Ÿňńã ńđď ăŻăæńđńŸ, ąŸă Žă’Ÿňńæ ęďęčáİĲńŸă Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę (least ˛xpoint) ńęň ğĺęŽĺáččŸńęł.

ĞŸ ğĺâğĲă ĲŻé ďŸ ľđčĲăéľęňčĲ æńă đ ľňďáĺńđľđ f_P ĲåďŸă ąŸă đ ğăæ ŻăŸăľ§đńăąá ŸğęŻĲąńã Ÿğæ ňğęćęŽăľńăąã áğęŕđ. ŐńŸď ńę ŸďŸŻĺęčăąæ ğĺæŽĺŸččŸ P ğęň ŸďŸŋâĺŸčĲ ľńđď Ÿĺőã ńęň ąĲŋŸćŸåęň ĲąńĲćĲľńĲå ľĲ âďŸ ňğęćęŽăľńăąæ ľçľńđčŸ, ğĲĺăčâďęňčĲ ńđď ĲąńâćĲľđ ńęň ďŸ čđď ńĲĺčŸńăľńĲå ŽăŸ ńăł ńăčâł ńęň x ğęň ĲåďŸă čăąĺæńĲĺĲł ńęň 0. ĆăŸ ńăł ńăčâł Ÿňńâł ŹćâğęňčĲ ğàł ąŸă đ f_P ĲåďŸă čđ ęĺăľčâďđ.

ŃĲ ćåŽŸ ćæŽăŸ, ľňčğĲĺŸåďęňčĲ æńă đ Ÿďáğńňěđ ńđł ľđčŸľăęćęŽåŸł Ĳďæł ŸďŸŻĺęčăąęç ğĺę- ŽĺáččŸńęł ŸďáŽĲńŸă ľńęď ňğęćęŽăľčæ ńęň Ĳćáőăľńęň ľńŸ§Ĳĺęç ľđčĲåęň ńęň ğĺęŽĺáččŸńęł. Śńę ąĲŋáćŸăę Ÿňńæ §Ÿ čĲćĲńãľęňčĲ ńęď ńĺæğę čĲ ńęď ęğęåę ńę ľńŸ§Ĳĺæ Ÿňńæ ľđčĲåę Ĳďæł ğĺęŽĺáččŸńęł čğęĺĲå ďŸ ňğęćęŽăľńĲå.

3.1 ŚňďŸĺńãľĲăł ąŸă ŚňďŸĺńđľăęĲăŻã

ĆăŸ ńęňł ľąęğęçł ńęň ąĲŋŸćŸåęň Ÿňńęç §Ÿ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ľňďŸĺńãľĲăł ęă ęğęåĲł ĲåďŸă čĲĺăąâł (partial). Ő ćæŽęł ğęň §ĲàĺęçčĲ ńâńęăĲł ľňďŸĺńãľĲăł ĲåďŸă ĲğĲăŻã §âćęňčĲ ďŸ ŻéľęňčĲ ďæđčŸ ľĲ ğĺęŽĺáččŸńŸ ńŸ ęğęåŸ ŽăŸ ąáğęăĲł ńăčâł ńàď ğŸĺŸčâńĺàď ńęňł čğęĺĲå ďŸ čđď ńĲĺčŸńåİęňď. Ăď ńę ďæđčŸ Ĳďæł ğĺęŽĺáččŸńęł ŸďŸğŸĺŸľńŸ§Ĳå čĲ čăŸ ľňďáĺńđľđ, ńæńĲ ŽăŸ ńăł ńăčâł ĲăľæŻęň ŽăŸ ńăł ęğęåĲł ńę ğĺæŽĺŸččŸ ŻĲď ńĲĺčŸńåİĲă, đ Ÿďńåľńęăőđ ľňďáĺńđľđ ŻĲď §Ÿ ĲåďŸă ęĺăľčâďđ.

Őă ľňďŸĺńãľĲăł ğęň §ĲàĺęçčĲ âőęňď ľŸď ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę ľçďęćę D^n_1 = D_1 × · · · × D_1 ąŸă ğĲŻåę ńăčéď ńę ľçďęćę D_2. ĆăŸ ąá§Ĳ n-áŻŸ ⟨a_1, . . . , a_n⟩ ∈ D^n_1 , ńę f(a_1, . . . , a_n) ĲåńĲ ĲåďŸă åľę čĲ ąáğęăę ľńęăőĲåę b ∈ D_2 ĲåńĲ ĲåďŸă čđ-ęĺăľčâďę. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, đ ľňďáĺńđľđ ńđł ŻăŸåĺĲľđł div(x, y) = x/y đ ęğęåŸ ŸďńăľńęăőåİĲă ńę R × R (İĲçŽđ ğĺŸŽčŸńăąéď Ÿĺă§čéď) ľńę R (ğĺŸŽčŸńăąęçł Ÿĺă§čęçł), ŻĲď ĲåďŸă ęĺăľčâďđ ŽăŸ y = 0.

ĽŸ§éł ę őĲăĺăľčæł ńàď ęćăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ĲåďŸă ŽĲďăąá ğăæ Źęćăąæł Ÿğæ ńàď čĲĺăąéď, čğęĺęçčĲ ďŸ čĲńŸńĺâŕęňčĲ ńăł čĲĺăąâł ľňďŸĺńãľĲăł ľĲ ęćăąâł ĲăľáŽęďńŸł âďŸ ďâę ľńęăőĲåę ⊥ ńę ęğęåę ľňčŹęćåİĲă ńđď âďďęăŸ ńęň čđ-ęĺăľčâďęň. Ďńľă, ĲğĲąńĲåďęňčĲ ńę D_2 ľńę D^+_2 = D_2 ∪ {⊥} (ňğę§âńęďńŸł ŹâŹŸăŸ æńă ⊥∉ D_2). Ľá§Ĳ čĲĺăąã ľňďáĺńđľđ f : D^n_1 → D_2 čğęĺĲå âńľă ďŸ §Ĳàĺđ§Ĳå ľŸď čăŸ ęćăąã ľňďáĺńđľđ Ÿğæ ńę D^n_1 ľńę D^+_2 : Ĳáď đ f ĲåďŸă čđ-ęĺăľčâďđ ŽăŸ ⟨a_1, . . . , a_n⟩ ∈ D^n_1 , ęĺåİęňčĲ ńę f(a_1, . . . , a_n) ďŸ ĲåďŸă åľę čĲ ⊥. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, §ĲàĺęçčĲ ęńă đ ľňďáĺńđľđ div ŸďńăľńęăőåİĲă ńę R × R ľńę R^+, §âńęďńŸł div(x, 0) =⊥, ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ R.

ŞğáĺőĲă æčàł čăŸ Ÿąæčđ ŻňľąęćåŸ: §âćęňčĲ ľňőďá ďŸ őĺđľăčęğęăęçčĲ ľçď§Ĳľđ ľňďŸĺńãľĲàď, ąŸă Ĳğęčâďàł ľňőďá §Ÿ őĺĲăŸľńĲå ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńđď ńăčã čăŸł ľňďáĺńđľđł ğęň ğŸåĺďĲă ľŸď ğŸĺáčĲńĺę ńđď ńăčã ⊥. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ğàł §Ÿ ňğęćęŽåľęňčĲ ńđď ńăčã ńęň div(y, div(x, 0)); ŔĺâğĲă ğĺęŋŸďéł ďŸ ŽďàĺåİęňčĲ ńđď ńăčã ńęň div(x, ⊥). ĽŸńá ľňďâğĲăŸ, ğĺâğĲă ŽĲďăąá ďŸ ĲğĲąńĲåďęňčĲ ńăł čĲĺăąâł ľňďŸĺńãľĲăł éľńĲ ďŸ Žåďęňď ęćăąâł ľňďŸĺńãľĲăł Ÿğæ ńę (D^+_1 )^n ľńę D^+_2 , æğęň D^+_1 = D_1 ∪ {⊥}.

ŔŸĺŸčâďĲă ŹâŹŸăŸ ńę ğĺæŹćđčŸ ńęň ğàł §Ÿ ęĺåľęňčĲ ńę div(x, ⊥). ĞŸ ńę ęĺåľęňčĲ ďŸ ĲåďŸă åľę čĲ ⊥ ã åľę čĲ ąáğęăę Ÿĺă§čæ ńđł ğĺęńåčđľđł čŸł; Ę ğĺéńđ ĲğăćęŽã ŋŸåďĲńŸă ąŸćçńĲĺđ ŽăŸńå ľňčŋàďĲå čĲ ńđ ŻăŸåľ§đľđ čŸł Ÿğæ ňğęćęŽăľńăąã áğęŕđ. ĞâćęňčĲ æčàł âďŸ ŽĲďăąæ ńĺæğę ęĺăľčęç ę ęğęåęł ďŸ ąŸćçğńĲă æćĲł ńăł ľňďŸĺńãľĲăł ğęň čğęĺĲå ąŸďĲåł ďŸ ľąĲŋńĲå ďŸ őĺđľăčęğęăãľĲă. Őğàł §Ÿ ŻęçčĲ ľńăł ĲğæčĲďĲł ğŸĺŸŽĺáŋęňł, ňğáĺőĲă âďŸł ŽĲďăąæł (ąŸă ŻăŸăľ§đńăąá ŸğęŻĲąńæł) ńĺæğęł ďŸ ęĺåľęňčĲ ńđď ńăčã čăŸł ľňďáĺńđľđł ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň Ÿňńã ğŸåĺďĲă ľŸď æĺăľčŸ ńę ⊥. Ő ńĺæğęł Ÿňńæł ĲåďŸă ďŸ ĲğĲąńĲåďęňčĲ ńđ ľňďáĺńđľđ čĲ čęďęńęďăąæ ńĺæğę, ąŸă §Ÿ ńęď ĲěĲńáľęňčĲ ľńđď ĲğæčĲďđ ğŸĺáŽĺŸŋę. ĞŸ ľňčŹęćåİęňčĲ ńę ľçďęćę ńàď čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿğæ ńę (D^+_1 )^n ľńę D^+_2 čĲ [(D^+_1 )^n → D^+_2 ].

Śńăł ĲğæčĲďĲł ğŸĺŸŽĺáŋęňł §Ÿ ľňİđńãľęňčĲ Ĳğåľđł ńđď âďďęăŸ ńàď ľňďŸĺńđľăęĲăŻéď, ğęň ĲåďŸă ľňďŸĺńãľĲăł ğęň Ÿďńăľńăőęåİęňď ńę ľçďęćę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ľńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ]. ŃĲ ćåŽŸ ćæŽăŸ, âďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ ŸďńăľńęăőåİĲă ľňďŸĺńãľĲăł ńęň [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ľĲ ľňďŸĺńãľĲăł ńęň [(D^+_1 )^n → D^+_2 ]. ĞŸ ľňİđńãľęňčĲ Ĳğåľđł ńđł âďďęăŸ ńàď čęďęńęďăąéď ąŸă ľňďĲőéď ľňďŸĺńđľăęĲăŻéď ąŸă §Ÿ ĲăľáŽęňčĲ ńăł âďďęăĲł ńęň ľńŸ§Ĳĺęç ľđčĲåęň ąŸă Ĳćáőăľńęň ľńŸ§Ĳĺęç ľđčĲåęň Ĳďæł ľňďŸĺńđľăęĲăŻęçł. Šę ąĲŋáćŸăę §Ÿ ąćĲåľĲă čĲ ńđď ğŸĺęňľåŸľđ ńęň §ĲàĺãčŸńęł ńęň Kleene ńę ęğęåę ćâĲă æńă ąá§Ĳ ľňďĲőâł ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł âőĲă âďŸ ąŸă čęďŸŻăąæ ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę. Ăňńæ ńę §ĲéĺđčŸ ĲåďŸă ąŸă ńę ŹŸľăąæ ğęň őĺĲăŸİæčŸľńĲ ąŸ§éł §Ÿ čŸł ĲğăńĺâŕĲă ďŸ ŻéľęňčĲ ďæđčŸ ľńŸ ŸďŸŻĺęčăąá ğĺęŽĺáččŸńŸ ğęň čŸł ĲďŻăŸŋâĺęňď.

3.2 Ńęďęńęďăąâł ŚňďŸĺńãľĲăł

ĆăŸ ďŸ ęĺåľęňčĲ ńđď âďďęăŸ ńđł čęďęńęďăąæńđńŸł, ğĺâğĲă ğĺéńŸ ďŸ ęĺåľęňčĲ čăŸ ľőâľđ čĲĺăąãł ŻăáńŸěđł^1, ńđď ęğęåŸ ńđ ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ ⊑, ľĲ ąá§Ĳ ğĲŻåę D^+ = D ∪ {⊥}. Ę ľőâľđ ⊑ §Ÿ ŻăŸŹáİĲńŸă \ĲåďŸă ćăŽæńĲĺę ęĺăľčâďę ã åľę", ąŸă ńđď ęĺåİęňčĲ àł Ĳěãł:

⊥⊑ d ąŸă d ⊑ d ŽăŸ ąá§Ĳ d ∈ D^+

ŃĲ ćåŽŸ ćæŽăŸ ńę ⊥ ĲåďŸă ćăŽæńĲĺŸ ęĺăľčâďę Ÿğæ ąá§Ĳ áććđ ńăčã ńęň ğĲŻåęň D^+ ąŸă ąá§Ĳ ńăčã d ĲåďŸă ćăŽæńĲĺŸ ęĺăľčâďđ ã åľđ čĲ ńęď ĲŸňńæ ńđł. ŔĺâğĲă ďŸ ľđčĲăéľęňčĲ æńă ŻăŸŋęĺĲńăąá ľńęăőĲåŸ ńęň D ŻĲď ľőĲńåİęďńŸă čĲńŸěç ńęňł čĲ Źáľđ ńđď ⊑, ŻđćŸŻã ŽăŸ a, b ∈ D, čĲ a ŻăŸŋęĺĲńăąæ ńęň b, ŻĲď ăľőçĲă ęçńĲ a ⊑ b ęçńĲ b ⊑ a. Ę ŋňľăąã ľđčŸľåŸ ńęň ŽĲŽęďæńęł Ÿňńęç ĲåďŸă æńă ńŸ ŻăŸŋęĺĲńăąá ľńęăőĲåŸ ńęň D ĲåďŸă ğćãĺàł ęĺăľčâďĲł ąŸă ŻăŸŋęĺĲńăąâł čĲńŸěç ńęňł ęďńæńđńĲł ąŸă Ĳğęčâďàł ŻĲď ğĺâğĲă ďŸ ľňľőĲńăľńęçď čĲ Źáľđ ńđ ľőâľđ ⊑.

1ŞğĲď§ňčåİęňčĲ æńă čăŸ ľőâľđ ⊑ ğáďà ľĲ âďŸ ľçďęćę A ĲåďŸă ľőâľđ čĲĺăąãł ŻăáńŸěđł Ÿď ĲåďŸă ŸďŸąćŸľńăąã, ŸďńăľňččĲńĺăąã ąŸă čĲńŸŹŸńăąã ŻđćŸŻã:

∀a ∈ A (a ⊑ a) (ĂďŸąćŸľńăąã) ∀a1, a2 ∈ A Ĳáď (a1 ⊑ a2) ąŸă (a2 ⊑ a1) ńæńĲ (a1 = a2) (ĂďńăľňččĲńĺăąã) ∀a1, a2, a3 ∈ A Ĳáď (a1 ⊑ a2) ąŸă (a2 ⊑ a3) ńæńĲ (a1 ⊑ a3) (ŃĲńŸŹŸńăąã)

Śňőďá §Ÿ ŽĺáŋęňčĲ a @ b Ÿď a ⊑ b ąŸă ńę a ĲåďŸă ŻăŸŋęĺĲńăąæ Ÿğæ ńę b. Ďğåľđł §Ÿ ŽĺáŋęňčĲ a ⋢ b Ÿď ŻĲď ăľőçĲă ńę a ⊑ b.

Šę æńă đ ğŸĺŸğáďà ľőâľđ ⊑ ğęň ęĺåľŸčĲ ĲåďŸă ľőâľđ čĲĺăąãł ŻăáńŸěđł, čğęĺĲå ĲçąęćŸ ďŸ ŸğęŻĲăőńĲå.

ŃğęĺęçčĲ ďŸ ĲğĲąńĲåďęňčĲ ńđď ⊑ éľńĲ ďŸ ĲŋŸĺčæİĲńŸă ąŸă ľĲ n-áŻĲł ľńęăőĲåàď:

⟨a_1, . . . , a_n⟩ ⊑ ⟨b_1, . . . , b_n⟩ Ĳáď ąŸă čæďę Ĳáď a_i ⊑ b_i ŽăŸ ąá§Ĳ i, 1 ≤ i ≤ n

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.2 ĎŸď D = {a, b}, ńæńĲ D^+ = {a, b, ⊥}, ąŸă đ ľőâľđ čĲĺăąãł ŻăáńŸěđł ľńę D^+ ĲåďŸă: ⊥⊑⊥ ⊥⊑ a ⊥⊑ b a ⊑ a b ⊑ b

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.3 Ăď D = {a, b} ńæńĲ D × D = {⟨a, a⟩, ⟨a, b⟩, ⟨b, a⟩, ⟨b, b⟩} ąŸă ńę D^+ × D^+ = {⟨⊥, ⊥⟩, ⟨⊥, a⟩, ⟨a, ⊥⟩, . . . , ⟨a, b⟩ ⟨b, a⟩, ⟨b, b⟩}. Ę ľőâľđ čĲĺăąãł ŻăáńŸěđł ľńę D^+ × D^+ ĲåďŸă: ⟨⊥, ⊥⟩ ⊑ ⟨⊥, ⊥⟩, ⟨⊥, a⟩, ⟨a, ⊥⟩, . . . , ⟨a, b⟩ ⟨b, a⟩, ⟨b, b⟩ ⟨a, ⊥⟩ ⊑ ⟨a, ⊥⟩, ⟨a, a⟩, ⟨a, b⟩ ⟨⊥, a⟩ ⊑ ⟨⊥, a⟩, ⟨a, a⟩, ⟨b, a⟩ ⟨⊥, b⟩ ⊑ ⟨⊥, b⟩, ⟨a, b⟩, ⟨b, b⟩ ⟨b, ⊥⟩ ⊑ ⟨b, ⊥⟩, ⟨b, a⟩, ⟨b, b⟩ ⟨a, a⟩ ⊑ ⟨a, a⟩ ⟨b, b⟩ ⊑ ⟨b, b⟩ ⟨a, b⟩ ⊑ ⟨a, b⟩ ⟨b, a⟩ ⊑ ⟨b, a⟩

Ŕęćç ľňőďá ľńăł ĲğæčĲďĲł ğŸĺŸŽĺáŋęňł §Ÿ ľňčŹęćåİęňčĲ čăŸ n-áŻŸ ⟨x_1, . . . , x_n⟩ àł x. ĎåčŸľńĲ ńéĺŸ ľĲ §âľđ ďŸ ęĺåľęňčĲ ńđď âďďęăŸ ńđł čęďęńęďăąæńđńŸł:

Őĺăľčæł 3.1 ŃăŸ ľňďáĺńđľđ f Ÿğæ ńę (D^+_1 )^n ľńę D^+_2 ĲåďŸă čęďęńęďăąã ĲŸď f(x) ⊑ f(y) ŽăŸ æćŸ ńŸ x, y ∈ (D^+_1 )^n ŽăŸ ńŸ ęğęåŸ ăľőçĲă x ⊑ y.

ČăŸăľ§đńăąá, đ čęďęńęďăąæńđńŸ ĲěŸľŋŸćåİĲă æńă æńŸď đ \ĲåľęŻęł" x ńđł ľňďáĺńđľđł f ĲåďŸă ćăŽæńĲĺę ęĺăľčâďđ ã åľđ Ÿğæ ńđď \ĲåľęŻę" y, ńæńĲ ąŸă đ \âěęŻęł" f(x) §Ÿ ĲåďŸă ćăŽæńĲĺę ęĺăľčâďđ ã åľđ Ÿğæ ńđď \âěęŻę" f(y).

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.4 ŔŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ĲåďŸă:

• Ę ńŸňńęńăąã ľňďáĺńđľđ I čĲ I(x) = x, ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ D^+_1 .

• Ę ğŸďńęç čđ-ęĺăľčâďđ ľňďáĺńđľđ ˙ čĲ ˙(x) =⊥, ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ (D^+_1 )^n.

• Ę ľńŸ§Ĳĺã ľňďáĺńđľđ C đ ęğęåŸ ŸďńăľńęăőåİĲă ąá§Ĳ x ∈ (D^+_1 )^n ľĲ čăŸ ľńŸ§Ĳĺã ńăčã c ∈ D^+_2 .

3.2.1 ĹŻăæńđńĲł Ńęďęńęďăąéď ŚňďŸĺńãľĲàď

Śńđď ğŸĺáŽĺŸŋę Ÿňńã §Ÿ ğĲĺăŽĺáŕęňčĲ ŻăáŋęĺĲł ăŻăæńđńĲł ńàď čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ęă ęğęåĲł §Ÿ čŸł Ĳğăńĺâğęňď ďŸ ŸğęŋŸľåİęňčĲ Ÿď čăŸ ŻĲŻęčâďđ ľňďáĺńđľđ ĲåďŸă ã æőă čęďęńęďăąã. Őă ŸğęŻĲåěĲăł ńàď ğŸĺŸąáńà §Ĳàĺđčáńàď ĲåďŸă ĲçąęćĲł ąŸă ğŸĺŸćĲåğęďńŸă.

ĞĲéĺđčŸ 3.1 Ďľńà f čăŸ ľňďáĺńđľđ Ÿğæ ńę D^+_1 ľńę D^+_2 (ŻđćŸŻã đ f âőĲă čåŸ čæďę ğŸĺáčĲńĺę). ŠæńĲ đ f ĲåďŸă čęďęńęďăąã Ĳáď ąŸă čæďę Ĳáď ĲåńĲ f(⊥) =⊥ ĲåńĲ f(x) = c ŽăŸ æćŸ ńŸ x ∈ D^+_1 .

ĞĲéĺđčŸ 3.2 ĆăŸ ąá§Ĳ n ≥ 2, Ÿď đ ľňďáĺńđľđ f : (D^+_1 )^n → D^+_2 ĲåďŸă čęďęńęďăąã, ńæńĲ ĲåńĲ f(⊥, . . . , ⊥) =⊥ ĲåńĲ f(x_1, . . . , x_n) = c, ŽăŸ æćŸ ńŸ ⟨x_1, . . . , x_n⟩ ∈ (D^+_1 )^n.

Ďďà ąá§Ĳ ľňďáĺńđľđ ğęň ăąŸďęğęăĲå ńđ ŻĲçńĲĺđ ľňď§ãąđ ńęň ğŸĺŸğáďà §ĲàĺãčŸńęł ĲåďŸă ľńŸ§Ĳĺã ąŸă ľňďĲğéł čęďęńęďăąã, ňğáĺőęňď ľňďŸĺńãľĲăł ğęň ăąŸďęğęăęçď ńđď ğĺéńđ ľňď§ãąđ ąŸă ŻĲď ĲåďŸă čęďęńęďăąâł. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, đ ľňďáĺńđľđ div ńđď ęğęåŸ ĲğĲąńĲåďęňčĲ àł Ĳěãł: div(x, ⊥) = 0 ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ R, ąŸă div(⊥, y) =⊥ ŽăŸ ąá§Ĳ y ∈ R^+, ŻĲď ĲåďŸă čęďęńęďăąã Żăæńă Ĳďé ⟨1, ⊥⟩ ⊑ ⟨1, 1⟩, div(1, ⊥) = 0 ąŸă div(1, 1) = 1 ąŸă ľňďĲğéł div(1, ⊥) ⋢ div(1, 1).

Őĺăľčæł 3.2 ŃăŸ ľňďáĺńđľđ f Ÿğæ ńę (D^+_1 )^n ľńę D^+_2 ęďęčáİĲńŸă ŋňľăąá ĲğĲąńĲńŸčâďđ Ÿď âőĲă ńđď Ÿąæćęň§đ ăŻăæńđńŸ: f(a_1, . . . , a_n) =⊥ æńŸď âďŸ ńęňćáőăľńęď Ÿğæ ńŸ a_i ĲåďŸă ⊥.

Ę ľđčŸľåŸ ńđł ŋňľăąãł ĲğâąńŸľđł ŋŸåďĲńŸă Ÿğæ ńę Ÿąæćęň§ę §ĲéĺđčŸ:

ĞĲéĺđčŸ 3.3 Ľá§Ĳ ŋňľăąá ĲğĲąńĲńŸčâďđ ľňďáĺńđľđ ĲåďŸă čęďęńęďăąã. ĂğæŻĲăěđ: ŃĲ ńđď Ĳăł áńęğę ŸğŸŽàŽã. Şğę§âńęňčĲ æńă đ f Ÿğæ ńę (D^+_1 )^n ľńę D^+_2 ĲåďŸă

ŋňľăąá ĲğĲąńĲńŸčâďđ Ÿććá æőă čęďęńęďăąã. Ăŋęç đ f ŻĲď ĲåďŸă čęďęńęďăąã, ňğáĺőęňď n-áŻĲł ⟨a_1, . . . , a_n⟩ ąŸă ⟨b_1, . . . , b_n⟩ čĲ ⟨a_1, . . . , a_n⟩ ⊑ ⟨b_1, . . . , b_n⟩ ąŸă f(a_1, . . . , a_n) ⋢ f(b_1, . . . , b_n). ČăŸąĺåďęňčĲ Żçę ğĲĺăğńéľĲăł:

• Ăď ⟨a_1, . . . , a_n⟩ = ⟨b_1, . . . , b_n⟩, ńæńĲ f(a_1, . . . , a_n) = f(b_1, . . . , b_n) ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ ăľőçĲă f(a_1, . . . , a_n) ⊑ f(b_1, . . . , b_n) (áńęğę).

• Ăď ⟨a_1, . . . , a_n⟩ @ ⟨b_1, . . . , b_n⟩, ńæńĲ ňğáĺőĲă ąáğęăę i_0 ńâńęăę éľńĲ a_{i0} @ b_{i0} . Ăğæ ńęď ęĺăľčæ ńđł ⊑ ğĺęąçğńĲă ęńă a_{i0} =⊥. Ăŋęç đ f ĲåďŸă ŋňľăąá ĲğĲąńĲńŸčâďđ, f(a_1, . . . , a_n) =⊥ ąŸă Ĳğęčâďàł f(a_1, . . . , a_n) ⊑ f(b_1, . . . , b_n) (áńęğę).

ŚňďĲğéł ąá§Ĳ ŋňľăąá ĲğĲąńĲńŸčâďđ ľňďáĺńđľđ ĲåďŸă čęďęńęďăąã.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.5 Ę čĲĺăąã ľňďáĺńđľđ div čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ľĲ ęćăąã ľňďáĺńđľđ §âńęďńŸł div(x, 0) =⊥. ŃğęĺęçčĲ Ĳğăğćâęď ďŸ ńđď ąáďęňčĲ čęďęńęďăąã őĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď ŋňľăąã ńđł ĲğâąńŸľđ: div(x, ⊥) =⊥ ąŸă div(⊥, y) =⊥, ŽăŸ ąá§Ĳ x, y ∈ R^+.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.6 Ę ľňďáĺńđľđ ăľæńđńŸł ğęň ŸďńăľńęăőåİĲă ńę D×D ľńę {true, false} čğęĺĲå

ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå ąŸă ďŸ ŻéľĲă ńđ ćĲŽæčĲďđ Ÿľ§Ĳďã ăľæńđńŸ (ğęň ľňčŹęćåİĲńŸă čĲ ńę eq) ąŸă ĲåďŸă ęĺăľčâďđ Ÿğæ ńę D^+ × D^+ ľńę {true, false}^+. Ę Ÿľ§Ĳďãł ăľæńđńŸ ŻåďĲă ⊥ æńŸď âďŸ ńęňćáőăľńęď Ÿğæ ńŸ ęĺåľčŸńá ńđł ĲåďŸă ⊥. Ăňńã ĲåďŸă Ĳğęčâďàł čăŸ ŋňľăąã ĲğâąńŸľđ ąŸă ąŸńá ľňďâğĲăŸ đ Ÿľ§Ĳďãł ăľæńđńŸ ĲåďŸă čęďęńęďăąã. ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.7 Ę ľňďáĺńđľđ if −then−else Ÿğæ ńę {true, false}×D×D ľńę D, ęĺåİĲńŸă ŽăŸ æćŸ ńŸ a, b ∈ D àł Ĳěãł: (if true then a else b) = a ąŸă (if false then a else b) = b Ę ľňďáĺńđľđ Ÿňńã čğęĺĲå ďŸ ĲğĲąńŸ§Ĳå éľńĲ ďŸ ŽåďĲă čęďęńęďăąã Ÿğę ńę {true, false}^+ × D^+ × D^+ ľńę D^+ §âńęďńŸł ŽăŸ ąá§Ĳ a, b ∈ D^+: (if true then a else ⊥) = a (if false then ⊥ else b) = b (if ⊥ then a else b) = ⊥ ĂěåİĲă ďŸ ľđčĲăà§Ĳå æńă đ ğŸĺŸğáďà ľňďáĺńđľđ ĲåďŸă čęďęńęďăąã ğŸĺæćę ğęň ŻĲď ĲåďŸă čăŸ ŋňľăąã ĲğâąńŸľđ ńęň if − then − else.

Ăğæ ńę ľđčĲåę Ÿňńæ ąŸă ľńę Ĳěãł §Ÿ ňğę§âńęňčĲ æńă æćĲł ęă ŹŸľăąâł ľňďŸĺńãľĲăł ğęň őĺđľăčęğęăęçčĲ ľńŸ ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ (Ĳąńæł Ÿğæ ńăł ľńŸ§Ĳĺâł ąŸă ńę if − then − else) ĲåďŸă ŋňľăąá ĲğĲąńĲńŸčâďĲł.

3.2.2 Śçď§Ĳľđ Ńęďęńęďăąéď ŚňďŸĺńãľĲàď

ŃăŸ ľđčŸďńăąã ăŻăæńđńŸ ńàď ľňďŸĺńãľĲàď ĲåďŸă đ ľçď§Ĳľđ đ ęğęåŸ čŸł ĲğăńĺâğĲă ďŸ ęĺåİęňčĲ ďâĲł ľňďŸĺńãľĲăł őĺđľăčęğęăéďńŸł áććĲł ğăæ Ÿğćâł. Ăď f ĲåďŸă čăŸ ľňďáĺńđľđ Ÿğæ ńę (D^+_1 )^n ľńę D^+_2 ąŸă g ĲåďŸă čăŸ ľňďáĺńđľđ Ÿğæ ńę D^+_2 ľńę D^+_3 , ńæńĲ đ ľçď§Ĳľđ ńđł f ąŸă g ĲåďŸă đ ľňďáĺńđľđ Ÿğæ ńę (D^+_1 )^n ľńę D^+_3 čĲ ńăčã g(f(x)) ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ (D^+_1 )^n (đ ľçď§Ĳľđ čğęĺĲå ąŸńáććđćŸ ďŸ ęĺăľńĲå ąŸă ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň đ g âőĲă ğĲĺăľľæńĲĺŸ Ÿğæ âďŸ ęĺåľčŸńŸ).

Ăď ęă ľňďŸĺńãľĲăł f ąŸă g ĲåďŸă čęďęńęďăąâł, ńę åŻăę ăľőçĲă ąŸă ŽăŸ ńđ ľçď§Ĳľđ ńęňł. Ę ŸğæŻĲăěđ ĲåďŸă áčĲľđ: Ÿď ęă f, g ĲåďŸă čęďęńęďăąâł, âőęňčĲ æńă Ÿď a ⊑ b ńæńĲ f(a) ⊑ f(b) ńę ęğęåę ľňďĲğáŽĲńŸă æńă g(f(a)) ⊑ g(f(b)). Ďğęčâďàł đ ľçď§Ĳľđ Żçę čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ĲåďŸă ąŸă Ÿňńã čęďęńęďăąã.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.8 Ę ľňďáĺńđľđ f Ÿğæ ńę N^+ ľńę N^+ đ ęğęåŸ ęĺåİĲńŸă àł: f(x) = if (x eq 0) then 1 else x ĲåďŸă ľçď§Ĳľđ ńđł ľňďáĺńđľđł if − then − else ąŸă ńđł ľňďáĺńđľđł Ÿľ§Ĳďęçł ăľæńđńŸł eq. Ăŋęç ęă Żçę Ÿňńâł ľňďŸĺńãľĲăł ĲåďŸă čęďęńęďăąâł, ńæńĲ ąŸă đ f ĲåďŸă čęďęńęďăąã.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.9 Ę ľňďáĺńđľđ f Ÿğæ ńę N^+ ľńę N^+ đ ęğęåŸ ęĺåİĲńŸă àł: f(x) = if (x eq ⊥) then 0 else 1 ęĺåİĲńŸă àł ľçď§Ĳľđ čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ąŸă ĲåďŸă Ĳğęčâďàł čęďęńęďăąã.

3.2.3 ĎćáőăľńŸ Ăďà ŤĺáŽčŸńŸ

Ŕĺăď ĲăľáŽęňčĲ ńđď âďďęăŸ ńàď ľňďŸĺńđľăęĲăŻéď ğĺâğĲă ďŸ ęĺåľęňčĲ čĲĺăąâł Ÿąæčđ âďďęăĲł ęă ęğęåĲł ľőĲńåİęďńŸă čĲ ńăł čęďęńęďăąâł ľňďŸĺńãľĲăł. ŞğĲď§ňčåİęňčĲ ęńă [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ĲåďŸă ńę ľçďęćę æćàď ńàď čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď Ÿğæ ńę (D^+_1 )^n ľńę D^+_2 .

Őĺăľčæł 3.3 Ďľńà f, g ∈ [(D^+_1 )^n → D^+_2 ]. ĞŸ ŽĺáŋęňčĲ f ⊑ g (ńę ęğęåę ŻăŸŹáİĲńŸă \đ f ĲåďŸă ćăŽæńĲĺę ęĺăľčâďđ ã åľđ čĲ ńđď g") Ÿď f(x) ⊑ g(x) ŽăŸ æćŸ ńŸ x ∈ (D^+_1 )^n.

ŃğęĺĲå ĲçąęćŸ ďŸ ŻĲăőńĲå æńă đ ľőâľđ ⊑ ĲåďŸă čăŸ ľőâľđ čĲĺăąãł ŻăáńŸěđł ľńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ].

Őĺăľčæł 3.4 Ďľńà f, g ∈ [(D^+_1 )^n → D^+_2 ]. ĞŸ ŽĺáŋęňčĲ f = g (ńę ęğęåę ŻăŸŹáİĲńŸă \đ f ĲåďŸă åľđ čĲ ńđď g") Ÿď f(x) = g(x) ŽăŸ ąá§Ĳ x ∈ (D^+_1 )^n. ŃĲ áććŸ ćæŽăŸ, f = g Ÿď ąŸă čæďę Ÿď f ⊑ g ąŸă g ⊑ f.

Őĺăľčæł 3.5 Ďľńà f_0, f_1, f_2, . . . čăŸ Ÿąęćęň§åŸ ľňďŸĺńãľĲàď ľńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] (ńđď ęğęåŸ §Ÿ ľňčŹęćåİęňčĲ ŽăŸ ľňďńęčåŸ čĲ {f_i}). Ę {f_i} ęďęčáİĲńŸă \ŸćňľľåŻŸ" Ÿď f_0 ⊑ f_1 ⊑ f_2 ⊑ · · ·.

Őĺăľčæł 3.6 Ďľńà {f_i} čăŸ Ÿąęćęň§åŸ ľňďŸĺńãľĲàď ľńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ąŸă âľńà f ∈

[(D^+_1 )^n → D^+_2 ]. ĞŸ ćâčĲ æńă đ f ĲåďŸă âďŸ áďà ŋĺáŽčŸ ńđł {f_i} Ÿď f_i ⊑ f ŽăŸ ąá§Ĳ i ≥ 0. Ăď Ĳğăğćâęď f ⊑ g ŽăŸ ąá§Ĳ áďà ŋĺáŽčŸ g ńđł {f_i}, ńæńĲ đ f ęďęčáİĲńŸă Ĳćáőăľńę áďà ŋĺáŽčŸ ńđł {f_i}, ąŸă ľňčŹęćåİĲńŸă čĲ lub({f_i}) (least upper bound).

ĂěåİĲă ďŸ ľđčĲăéľęňčĲ ęńă ńę Ĳćáőăľńę áďà ŋĺáŽčŸ f čăŸł Ÿąęćęň§åŸł {f_i} Ÿď ňğáĺőĲă ĲåďŸă čęďŸŻăąæ, ŽăŸńå Ÿď ňğãĺőĲ ąŸă âďŸ ŻĲçńĲĺę Ĳćáőăľńę áďà ŋĺŸŽčŸ g ńđł {f_i} ńæńĲ f ⊑ g ąŸă g ⊑ f (ąŸă Ĳğęčâďàł f = g). ŔŸĺŸ§âńęňčĲ őàĺåł ŸğæŻĲăěđ ńę Ÿąæćęň§ę §ĲéĺđčŸ ńę ęğęåę §Ÿ őĺđľăčęğęăđ§Ĳå ľńăł ĲğæčĲďĲł ğŸĺŸŽĺáŋęňł:

ĞĲéĺđčŸ 3.4 Ľá§Ĳ ŸćňľľåŻŸ {f_i} âőĲă âďŸ Ĳćáőăľńę áďà ŋĺáŽčŸ.

3.2.4 ŚňďĲőã ŚňďŸĺńđľăęĲăŻã

ŃĲ Źáľđ ńŸ æľŸ âőęňď ŸďŸğńňő§Ĳå ľńăł ğĺęđŽęçčĲďĲł ğŸĺŸŽĺáŋęňł, čğęĺęçčĲ ńéĺŸ ďŸ ęĺåľęňčĲ ńđď âďďęăŸ ńęň ľňďŸĺńđľăęĲăŻęçł. ĎďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę ľçďęćę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ], ŸďńăľńęăőåİĲă ńę ľçďęćę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ńàď ľňďŸĺńãľĲàď ľńęď ĲŸňńæ ńęň. ŃĲ áććŸ ćæŽăŸ, âďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ ğŸåĺďĲă ľŸď æĺăľčŸ čăŸ čęďęńęďăąã ľňďáĺńđľđ f : (D^+_1 )^n → D^+_2 ąŸă ĲğăľńĺâŋĲă ľŸď ŸğęńâćĲľčŸ čăŸ ďâŸ čęďęńęďăąã ľňďáĺńđľđ τ [f] ∈ [(D^+_1 )^n → D^+_2 ].

ĞŸ ğĺâğĲă ďŸ ŸďŸŋâĺęňčĲ æńă đ âďďęăŸ ńęň ľňďŸĺńđľăęĲăŻęçł ğęň ęĺåľŸčĲ ğŸĺŸğáďà ĲåďŸă ęňľăŸľńăąá čăŸ ĲăŻăąã ğĲĺåğńàľđ ńàď ćĲŽæčĲďàď ľňďŸĺńãľĲàď ňŕđćãł ńáěđł. Őă ľňďŸĺńãľĲăł ňŕđćãł ńáěđł ĲåďŸă ľňďŸĺńãľĲăł ğęň ĲåńĲ ğŸåĺďęňď ľŸď ğŸĺŸčâńĺęňł áććĲł ľňďŸĺńãľĲăł ĲåńĲ Ĳğăľńĺâŋęňď ľŸď ŸğęńâćĲľčŸ čăŸ ľňďáĺńđľđ (ĲåńĲ ąŸă ńŸ Żçę). ŠâńęăĲł ľňďŸĺńãľĲăł ĲåďŸă ğęćç ľňďđ§ăľčâďĲł ľńŸ čŸ§đčŸńăąá. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ńę Žďàľńæ ľçčŹęćę ˚ ńę ęğęåę őĺđľăčęğęăĲåńŸă ŽăŸ ďŸ Ÿ§ĺęåľęňčĲ ńęňł æĺęňł čăŸł Ÿąęćęň§åŸł ŻĲď ĲåďŸă ńåğęńĲ áććę Ÿğæ čăŸ ľňďáĺńđľđ ňŕđćãł ńáěđł Sigma ğęň ęĺåİĲńŸă àł Ĳěãł: Sigma(x, y, f) = f(x) + f(x + 1) + · · · + f(y) (Ę Sigma ĲåďŸă ľňďáĺńđľđ ňŕđćãł ńáěđł Żăæńă đ ńĺåńđ ńđł ğŸĺáčĲńĺęł ĲåďŸă čăŸ ľňďáĺńđľđ). ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, æńŸď ŽĺáŋęňčĲ ˚^{j=10}_{i=1} i^2 + 1 ęňľăŸľńăąá ĲďďęęçčĲ Sigma(1, 10, f) æğęň đ f ĲåďŸă čăŸ ľňďáĺńđľđ ğęň ęĺåİĲńŸă àł f(i) = i^2 + 1.

ĆăŸ ńęňł ľąęğęçł ńęň čŸ§ãčŸńęł Ÿňńęç §Ÿ ğĲĺăęĺăľńęçčĲ ľńđď âďďęăŸ ńęň ľňďŸĺńđľăęĲă- Żęçł ğęň ęĺåľŸčĲ ğŸĺŸğáďà. Čçę ĲďŻăŸŋâĺęňľĲł ăŻăæńđńĲł ńàď ľňďŸĺńđľăęĲăŻéď ĲåďŸă đ čęďęńęďăąæńđńŸ ąŸă đ ľňďâőĲăŸ:

1. ĎďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ęďęčáİĲńŸă čęďęńęďăąæ Ÿď τ [f] ⊑ τ [g] æńŸď f ⊑ g (f, g ∈ [(D^+_1 )^n → D^+_2 ]).

2. ĎďŸ čęďęńęďăąæ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ęďęčáİĲńŸă ľňďĲőâł Ÿď ŽăŸ ąá§Ĳ ŸćňľľåŻŸ ľňďŸĺńãľĲàď {f_i}, âőęňčĲ τ [lub{f_i}] = lub{τ [f_i]} Ăŋęç đ {f_i} ĲåďŸă čăŸ ŸćňľľåŻŸ (ŻđćŸŻã f_0 ⊑ f_1 ⊑ f_2 ⊑ · · ·), ąŸă ńę τ ĲåďŸă čęďęńęďăąæ, âőęňčĲ τ [f_0] ⊑ τ [f_1] ⊑ τ [f_2] ⊑ · · ·). Ďğęčâďàł, đ {τ [f_i]} ĲåďŸă Ĳğåľđł čăŸ ŸćňľľåŻŸ, ąŸă ľçčŋàďŸ čĲ ńę ĞĲéĺđčŸ 3.4 ńæľę ńę lub{f_i} æľę ąŸă ńę lub{τ [f_i]} §Ÿ ňğáĺőęňď.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.10 Šę ńŸňńęńăąæ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł ğęň ęĺåİĲńŸă τ [F ] = F ąŸă ŸďńăľńęăőåİĲă ąá§Ĳ ľňďáĺńđľđ f : [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ľńęď ĲŸňńæ ńđł, ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł čęďęńęďăąæ Żăæńă æńŸď f ⊑ g ńæńĲ τ [f] = f ⊑ g = τ [g]. ĎåďŸă Ĳğåľđł ľňďĲőâł Żăæńă τ [lub{f_i}] = lub{f_i} = lub{τ [f_i]}. ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.11 Šę ľńŸ§Ĳĺæ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł ğęň ęĺåİĲńŸă τ [F ] = h ąŸă ŸďńăľńęăőåİĲă ąá§Ĳ ľňďáĺńđľđ f : [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ľńđ ľňďáĺńđľđ h, ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł čęďęńęďăąæ Żăæńă æńŸď f ⊑ g ńæńĲ τ [f] = h ⊑ h = τ [g]. ĎåďŸă Ĳğåľđł ľňďĲőâł Żăæńă τ [lub{f_i}] = h = lub{h} = lub{τ [f_i]}. Śňďã§àł §Ÿ ąŸ§ęĺåİęňčĲ âďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ àł ľçď§Ĳľđ Žďàľńéď čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ąŸă ńđł čĲńŸŹćđńãł F . ŐńŸď đ F ŸďńăąŸ§åľńŸńŸă Ÿğæ čăŸ Žďàľńã čęďęńęďăąã ľňďáĺńđľđ, ąŸ§ęĺåİĲńŸă đ ľňďáĺńđľđ τ [f] đ ęğęåŸ ĲåďŸă ğĺęŋŸďéł ğáďńŸ čęďęńęďăąã. Ďğăğćâęď, ăľőçĲă ńę Ÿąæćęň§ę ľđčŸďńăąæ §ĲéĺđčŸ, ńę ęğęåę ğŸĺŸ§âńęňčĲ őàĺåł ŸğæŻĲăěđ:

ĞĲéĺđčŸ 3.5 Ľá§Ĳ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ ğęň ęĺåİĲńŸă àł ľçď§Ĳľđ čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ąŸă ńđł čĲńŸŹćđńãł F , ĲåďŸă ľňďĲőâł.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.12 Šę ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [N^+ → N^+] ğęň ęĺåİĲńŸă àł: τ [F ](x) = if (x eq 0) then 1 else F (x + 1) ąŸńŸľąĲňáİĲńŸă àł ľçď§Ĳľđ čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď (if − then − else, ğĺæľ§Ĳľđ, Ÿľ§Ĳďãł ăľæńđńŸ) ąŸă čĲ ńđ őĺãľđ ńđł čĲńŸŹćđńãł F . Ďğęčâďàł ĲåďŸă ľňďĲőâł.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.13 Šę ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [N^+ → N^+] ğęň ęĺåİĲńŸă àł: τ 0[F ](x) = if (F (x) eq ⊥) then 0 else ⊥ ĲåďŸă čęďęńęďăąæ ąŸă ľňďĲőâł ąŸ§éł âőĲă ŻđčăęňĺŽđ§Ĳå Ÿğæ ńđ ľçď§Ĳľđ čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ąŸă ńđł čĲńŸŹćđńãł F .

3.2.5 ŚńŸ§Ĳĺá ŚđčĲåŸ ŚňďŸĺńđľăęĲăŻéď

ŃğęĺęçčĲ ńéĺŸ ďŸ ĲăľáŽęňčĲ ńăł âďďęăĲł ńęň ľńŸ§Ĳĺęç ľđčĲåęň ąŸă ńęň Ĳćáőăľńęň ľńŸ§Ĳĺęç ľđčĲåęň Ĳďæł ľňďŸĺńđľăęĲăŻęçł. Ďľńà τ âďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ]. ĞŸ ćâčĲ æńă čăŸ ľňďáĺńđľđ f ∈ [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ĲåďŸă âďŸ ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńęň τ Ĳáď τ [f] = f, Ÿď ŻđćŸŻã ńę τ ŸďńăľńęăőåİĲă ńđ ľňďáĺńđľđ f ľńęď ĲŸňńæ ńđł. ĎŸď f ĲåďŸă âďŸ ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńęň τ ąŸă f ⊑ g ŽăŸ ąá§Ĳ áććę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę g ńęň τ , ńæńĲ đ f ęďęčáİĲńŸă Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńęň τ .

ĎďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł čğęĺĲå ďŸ âőĲă âďŸ ğĲğĲĺŸľčâďę Ÿĺă§čæ ľńŸ§Ĳĺéď ľđčĲåàď, âďŸ áğĲăĺę Ÿĺă§čæ ľńŸ§Ĳĺéď ľđčĲåàď ã Ÿąæčđ ąŸă ąŸďâďŸ ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę. Őčàł, âďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł čğęĺĲå ďŸ âőĲă ńę ğęćç âďŸ Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę Żăæńă Ÿď f_1 ąŸă f_2 ĲåďŸă ĲćáőăľńŸ ľńŸ§Ĳĺá ľđčĲåŸ ńęň τ ńæńĲ f_1 ⊑ f_2 ąŸă f_2 ⊑ f_1 ąŸă ľňďĲğéł f_1 = f_2.

Ďľńà τ âďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ]. ĞĲàĺęçčĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ ľňďŸĺńãľĲàď τ^0[˙], τ^1[˙], τ^2[˙], . . ., æğęň τ^0[˙] ľňčŹęćåİĲă ńę ˙ (ńđď ğŸďńęç čđ-ęĺăľčâďđ ľňďáĺńđľđ), ąŸă τ^{i+1}[˙] = τ [τ^i[˙]] ŽăŸ ąá§Ĳ i ≥ 0. Ăŋęç ńę τ ĲåďŸă čęďęńęďăąæ, đ Ÿąęćęň§åŸ {τ^i[˙]} ĲåďŸă ŸćňľľåŻŸ, ŻđćŸŻã:

˙ ⊑ τ [˙] ⊑ τ^2[˙] ⊑ · · ·

Ďğęčâďàł, ľçčŋàďŸ čĲ ńę ĞĲéĺđčŸ 3.4, ńę lub{τ^i[˙]} ňğáĺőĲă, ąŸă æğàł §Ÿ ŻęçčĲ ľĲ ćåŽę Ÿňńæ ĲåďŸă ąŸă ńę Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńęň τ .

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.14 Ďľńà ńę ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [N^+ → N^+] ğęň ęĺåİĲńŸă

àł Ĳěãł: τ [F ](x) = if (x eq 0) then 1 else x ∗ F (x − 1) ŃğęĺĲå ąŸďĲåł ĲçąęćŸ ďŸ ŻăŸğăľńéľĲă ęńă ŽăŸ ąá§Ĳ i ≥ 0 τ^i[˙](x) = if (x < i) then x! else ⊥ Ďğęčâďàł: lub{τ^i[˙]}(x) = x!

Ť§áďęňčĲ âńľă ľńę ĲğæčĲďę ĞĲéĺđčŸ ğęň ĲåďŸă ąŸă ńę ąňĺăéńĲĺę ńęň ąĲŋŸćŸåęň Ÿňńęç ąŸă §Ÿ őĺđľăčęğęăđ§Ĳå ŽăŸ ďŸ ŻéľęňčĲ ľđčŸľăęćęŽåŸ ľńŸ ŸďŸŻĺęčăąá ğĺęŽĺáččŸńŸ:

ĞĲéĺđčŸ 3.6 (Kleene) Ľá§Ĳ ľňďĲőâł ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ âőĲă âďŸ Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę f_τ , æğęň f_τ = lub{τ^i[˙]}.

ĂğæŻĲăěđ: Ăŋęç ńę τ ĲåďŸă ľňďĲőâł, ĲåďŸă ąŸă čęďęńęďăąæ ąŸă Ĳğęčâďàł đ Ÿąęćęň§åŸ {τ^i[˙]}

ĲåďŸă čăŸ ŸćňľľåŻŸ ąŸă âőĲă âďŸ Ĳćáőăľńę áďà ŋĺáŽčŸ (lub) ńę ęğęåę ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ f_τ . ĞŸ ŻĲåěęňčĲ æńă ńę f_τ ĲåďŸă ńę Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńđł τ ľĲ Żçę ŹãčŸńŸ. ĄãčŸ 1. ČĲåőďęňčĲ æńă ńę f_τ ĲåďŸă âďŸ ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńęň τ . Ăŋęç ńę τ ĲåďŸă ľňďĲőâł, âőęňčĲ: τ [f_τ ] = τ [lub{τ^i[˙]}] = lub{τ^{i+1}[˙]} = lub{τ^i[˙]} = f_τ Ďğęčâďàł, τ [f_τ ] = f_τ .

ĄãčŸ 2. ĂğęčâďĲă ďŸ ŻĲåěęňčĲ æńă ńę f_τ ĲåďŸă ńę Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńęň τ , ŻđćŸŻã ęńă f_τ ⊑ g ŽăŸ ąá§Ĳ ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę g ńęň τ . Ăĺőăąá ŻĲåőďęňčĲ ęńă τ^i[˙] ⊑ g, ŽăŸ æćŸ ńŸ i ≥ 0, őĺđľăčęğęăéďńŸł ĲğŸŽàŽã ľńę i. ŔĺęŋŸďéł, ŽăŸ i = 0 ńę İđńęçčĲďę ăľőçĲă, Żăæńă τ^0[˙] = ˙ ⊑ g. Şğę§âńęňčĲ ęńă τ^i�^1[˙] ⊑ g, ąŸă Ÿŋęç ńę τ ĲåďŸă čęďęńęďăąæ ąŸă đ g ĲåďŸă ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńęň τ , âőęňčĲ:

τ^i[˙] = τ [τ^i�^1[˙]] ⊑ τ [g] = g

Ďğęčâďàł, τ^i[˙] ⊑ g, ŽăŸ ąá§Ĳ i ≥ 0. ĽŸńá ľňďâğĲăŸ, đ g ĲåďŸă âďŸ áďà ŋĺáŽčŸ ńđł ŸćňľľåŻŸł {τ^i[˙]}. Ăććá, đ f_τ ĲåďŸă ńę Ĳćáőăľńę áďà ŋĺáŽčŸ ńđł {τ^i[˙]}, ąŸă Ĳğęčâďàł f_τ ⊑ g.

ŚńŸ Ÿąæćęň§Ÿ ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ §Ÿ ĲěĲńáľęňčĲ ğęăá ĲåďŸă ńŸ ĲćáőăľńŸ ľńŸ§Ĳĺá ľđčĲåŸ ąáğęăàď ŻĲŻęčâďàď ľňďŸĺńđľăęĲăŻéď. ŐćŸ ńŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻã ğęň ğŸĺŸ§âńęňčĲ ęĺåİęďńŸă àł ľçď§Ĳľđ čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ąŸă ńđł čĲńŸŹćđńãł F , ąŸă ĲåďŸă Ĳğęčâďàł ľňďĲőã.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.15 Šę ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ńę ęğęåę ęĺå-

İĲńŸă àł:

τ [F ](x) = F (x) âőĲă ąá§Ĳ ľňďáĺńđľđ f ∈ [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ľŸď ľńŸ§Ĳĺæ ńęň ľđčĲåę. Šę Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńęň τ ĲåďŸă đ ľňďáĺńđľđ ˙ đ ęğęåŸ ĲåďŸă ğŸďńęç čđ-ęĺăľčâďđ.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.16 Šę ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [N^+ → N^+] ńę ęğęåę ęĺåİĲńŸă àł: τ [F ](x) = if (x eq 0) then 0 else 2 + F (x − 1) ĲåďŸă ľňďĲőâł ąŸă Ĳğęčâďàł §Ÿ âőĲă âďŸ Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę. ŞğęćęŽåİęňčĲ ńę ľđčĲåę Ÿňńæ ńę ęğęåę ăľęçńŸă čĲ lub{τ^i[˙]}.

ĆăŸ i = 0 âőęňčĲ τ^0[˙] = ˙, ŻđćŸŻã τ^0[˙](x) =⊥ Žăá ąá§Ĳ x. ŞğęćęŽåİęňčĲ ńéĺŸ ńę τ^1[˙]:

τ^1[˙](x) = τ [˙] = if (x eq 0) then 0 else 2 + ˙(x − 1)

= if (x eq 0) then 0 else ⊥

=

8<
:^{0, if (x eq 0)}

⊥, ŻăŸŋęĺĲńăąá ŞğęćęŽåİęňčĲ ńę τ^2[˙]: τ^2[˙](x) = τ [τ [˙]] = if (x eq 0) then 0 else 2 + τ [˙](x − 1)

= if (x eq 0) then 0 else 2 + (if (x − 1 eq 0) then 0 else ⊥)

=

8>
><
>:

0, if (x eq 0) 2, if (x eq 1) ⊥, ŻăŸŋęĺĲńăąá ŔŸĺęčęåàł, čğęĺęçčĲ ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńę τ^3[˙] ńę ęğęåę ăľęçńŸă čĲ: τ^3[˙](x) = τ [τ^2[˙]]

=

8>
>
><
>
>:

0, if (x eq 0) 2, if (x eq 1) 4, if (x eq 2) ⊥, ŻăŸŋęĺĲńăąá ĆĲďăąéńĲĺŸ, čğęĺĲå ďŸ ŻĲăőńĲå ęńă:

τ^i[˙](x) =

8<
:^{2 ∗ x, if (x < i)}

⊥, ŻăŸŋęĺĲńăąá ĽŸńá ľňďâğĲăŸ, lub{τ^i[˙]}(x) = 2 ∗ x.

3.3 ĂďŸŻĺęčăąá ŔĺęŽĺáččŸńŸ

ŃğęĺęçčĲ ńéĺŸ ďŸ ğĺęőàĺãľęňčĲ ľńęď ąçĺăę ľąęğæ ńęň ąĲŋŸćŸåęň Ÿňńęç ğęň ĲåďŸă đ ľđčŸľăęćęŽåŸ ńàď ŸďŸŻĺęčăąéď ğĺęŽĺŸččáńàď. Śńđ ŽćéľľŸ ľńđď ęğęåŸ §âćęňčĲ ďŸ ŻéľęňčĲ ľđčŸľăęćęŽåŸ, âďŸ ğĺæŽĺŸččŸ ĲåďŸă ęňľăŸľńăąá čăŸ ŸďŸŻĺęčăąã Ĳěåľàľđ ńđł čęĺŋãł:

F(x) .= τ [F](x)

æğęň τ ĲåďŸă âďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ] ńę ęğęåę âőĲă ŻđčăęňĺŽđ- §Ĳå čĲ ľçď§Ĳľđ Žďàľńéď čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ąŸă ńđł čĲńŸŹćđńãł F.

Ăňńæ ğęň čâďĲă ĲåďŸă ďŸ ŻéľęňčĲ ľđčŸľăęćęŽåŸ ľńŸ ğŸĺŸğáďà ğĺęŽĺáččŸńŸ. Ďńľă ćęăğæď, Ÿď P ĲåďŸă âďŸ ŸďŸŻĺęčăąæ ğĺæŽĺŸččŸ ńđł čęĺŋãł

F(x) .= τ [F](x)

ęĺåİęňčĲ ęńă ńę ďæđčŸ ńęň ğĺęŽĺáččŸńęł P ĲåďŸă ńę Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę f_τ ńęň τ ńę ęğęåę ąŸă ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ f_P .

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.17 Šę ŸďŸŻĺęčăąæ ğĺæŽĺŸččŸ:

F(x) .= if (x eq 0) then 1 else x ∗ F(x − 1)

âőĲă àł ďæđčŸ ńęň ńđ ľňďáĺńđľđ ğŸĺŸŽęďńăąæ (ŻđćŸŻã f_P (x) = x!), Żăæńă Ÿňńã ĲåďŸă ńę Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńęň ľňďŸĺńđľăęĲăŻęçł τ [F ](x) = if (x eq 0) then 1 else x ∗ F (x − 1)

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.18 Šę ŸďŸŻĺęčăąæ ğĺæŽĺŸččŸ:

F(x) .= if (x eq 0) then 0 else 2 + F(x − 1)

âőĲă àł ďæđčŸ ńęň ńđ ľňďáĺńđľđ f_P (x) = 2 ∗ x, Żăæńă (ľçčŋàďŸ čĲ ńę ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.16) Ÿňńã ĲåďŸă ńę Ĳćáőăľńę ľńŸ§Ĳĺæ ľđčĲåę ńęň ľňďŸĺńđľăęĲăŻęçł τ [F ](x) = if (x eq 0) then 0 else 2 + F (x − 1)

3.4 ŚňľńãčŸńŸ ĂďŸŻĺęčăąéď Őĺăľčéď

Ę ŽćéľľŸ ğĺęŽĺŸččŸńăľčęç ğęň ęĺåľŸčĲ ĲåďŸă ŸĺąĲńá ğĲĺăęĺăľčâďđ Żăæńă ĲğăńĺâğĲă ńđ őĺãľđ čăŸł čæďę ľňďŸĺńđľăŸąãł čĲńŸŹćđńãł F ąŸă âďŸ čæďę ŸďŸŻĺęčăąæ ęĺăľčæ ľĲ ąá§Ĳ ğĺæŽĺŸččŸ. ĆĲďăąá, §Ÿ §âćŸčĲ đ ŽćéľľŸ ďŸ ňğęľńđĺåİĲă ľňľńãčŸńŸ ŸďŸŻĺęčăąéď ęĺăľčéď ńđł čęĺŋãł:

F_1(x) .= τ_1[F_1, . . . , F_m](x)
F_2(x) .= τ_2[F_1, . . . , F_m](x)

· · ·

F_m(x) .= τ_m[F_1, . . . , F_m](x) æğęň ąá§Ĳ τ_i ĲåďŸă âďŸ ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł čĲ ğĲŻåę ęĺăľčęç ńę [(D^+_1 )^n → D^+_2 ]^m ąŸă ĲąŋĺáİĲńŸă àł đ ľçď§Ĳľđ Žďàľńéď čęďęńęďăąéď ľňďŸĺńãľĲàď ąŸ§éł ąŸă ńàď čĲńŸŹćđńéď F_1, . . . , F_m.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.19 Šę Ÿąæćęň§ę ĲåďŸă âďŸ ğĺæŽĺŸččŸ ńđł ĲğĲąńĲńŸččâďđł ŽćéľľŸł ŸďŸŻĺę-

čăąéď ęĺăľčéď:

F_1(x) .= if (x eq 0) then 1 else F_1(x − 1) + F_2(x − 1)
F_2(x) .= if (x eq 0) then 0 else F_2(x + 1)

Šę ğŸĺŸğáďà ğĺæŽĺŸččŸ ĲåďŸă ńđł čęĺŋãł:

F_1(x) .= τ_1[F_1, F_2](x)
F_2(x) .= τ_2[F_1, F_2](x)

æğęň ńŸ τ_1, τ_2 ĲåďŸă ŸďńåľńęăőŸ:

τ_1[F_1, F_2](x) .= if (x eq 0) then 1 else F_1(x − 1) + F_2(x − 1) τ_1[F_1, F_2](x) .= if (x eq 0) then 0 else F_2(x + 1)

ŃğęĺęçčĲ ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńđ ľđčŸľăęćęŽåŸ ğĺęŽĺŸččáńàď æğàł Ÿňńæ ńęň ğŸĺŸğáďà ğŸĺŸ- ŻĲåŽčŸńęł, őĺđľăčęğęăéďńŸł ğŸĺæčęăĲł ńĲőďăąâł čĲ Ÿňńâł ğęň âőęňď ŸďŸğńňő§Ĳå ľńăł ğĺęđ- ŽęçčĲďĲł ğŸĺŸŽĺáŋęňł. Ďńľă, Ÿď ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ §ĲàĺãľęňčĲ âďŸ ğĺæŽĺŸččŸ Żçę ĲěăľéľĲàď (æğàł ńęň ŔŸĺŸŻĲåŽčŸńęł 3.19), čğęĺęçčĲ ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńę ďæđčŸ ńàď F_1 ąŸă F_2 ňğęćę- ŽåİęďńŸł ńŸ lub{τ^i_1[˙, ˙]} ąŸă lub{τ^i_2[˙, ˙]} ŸďńåľńęăőŸ. ŠŸ τ^i_1[˙, ˙] ąŸă τ^i_2[˙, ˙] ęĺåİęďńŸă ŸďŸŻĺęčăąá àł Ĳěãł: τ^0_1 [˙, ˙] =˙ τ^{i+1}_1 [˙, ˙] = τ_1[τ^i_1[˙, ˙], τ^i_2[˙, ˙]] ąŸă τ^0_2 [˙, ˙] =˙ τ^{i+1}_2 [˙, ˙] = τ_2[τ^i_1[˙, ˙], τ^i_2[˙, ˙]] Őă ğŸĺŸğáďà ńçğęă ĲçąęćŸ ŽĲďăąĲçęďńŸă ąŸă ľńđď ğĲĺåğńàľđ ğęň âőęňčĲ m ŸďŸŻĺęčăąâł ĲěăľéľĲăł.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3.20 Šę ďæđčŸ ńàď F_1 ąŸă F_2 ńęň ŔŸĺŸŻĲåŽčŸńęł 3.19 čğęĺĲå ďŸ ňğęćęŽăľńĲå

őĺđľăčęğęăéďńŸł ńęňł ğŸĺŸğáďà ńçğęňł. ĎőęňčĲ:

τ^0_1 [˙, ˙] =˙ τ^0_2 [˙, ˙] =˙

ŔđŽŸåďęďńŸł ľńę ĲğæčĲďę ĲğåğĲŻę, âőęňčĲ:

τ^1_1 [˙, ˙] = if (x eq 0) then 1 else τ^0_1 [˙, ˙](x − 1) + τ^0_2 [˙, ˙](x − 1) = if (x eq 0) then 1 else ˙(x − 1) + ˙(x − 1)

= if (x eq 0) then 1 else ⊥ Őčęåàł:

τ^1_2 [˙, ˙] = if (x eq 0) then 0 else τ^0_2 [˙, ˙](x + 1) = if (x eq 0) then 0 else ˙(x + 1)

= if (x eq 0) then 0 else ⊥ ŚňďĲőåİęďńŸł ńđ ŻăŸŻăąŸľåŸ Ÿňńã, čğęĺĲå ąŸďĲåł ďŸ ŻĲåěĲă æńă: lub{τ^i_1[˙, ˙]}(x) = if (x eq 0) or (x eq 1) then 1 else ⊥ ąŸă lub{τ^i_2[˙, ˙]}(x) = if (x eq 0) then 0 else ⊥ Őă Żçę ğŸĺŸğáďà ľňďŸĺńãľĲăł Ĳąŋĺáİęňď ńę čŸ§đčŸńăąæ ďæđčŸ ńęň ğĺęŽĺáččŸńęł (ŻđćŸŻã ńę ďæđčŸ ńàď ŸďŸŻĺęčăąéď ęĺăľčéď ńđł F_1 ąŸă F_2 ŸďńåľńęăőŸ).

3.5 ŚőæćăŸ

Ę ĲďŻĲăąńăąã ľđčŸľăęćęŽåŸ ńàď ŸďŸŻĺęčăąéď ğĺęŽĺŸččáńàď ğęň ŸďŸğńçő§đąĲ ľńę ąĲŋáćŸăę Ÿňńæ, čğęĺĲå ďŸ ŽĲďăąĲňńĲå ŽăŸ ďŸ ŻéľĲă ďæđčŸ ľĲ Ÿąæčđ ğăę ğęćçğćęąĲł ŽćéľľĲł. ĂěåİĲă ďŸ ľđčĲăéľęňčĲ ęńă đ ŽćéľľŸ ńàď ŸďŸŻĺęčăąéď ğĺęŽĺŸččáńàď ğęň §ĲàĺãľŸčĲ ĲåďŸă ŽćéľľŸ ğĺéńđł ńáěđł, ŻĲď ňğęľńđĺåİĲă ŻđćŸŻã ľňďŸĺńãľĲăł ňŕđćãł ńáěđł. ŔŸĺæčęăĲł čâ§ęŻęă čĲ Ÿňńâł ğęň őĺđľăčęğęăãľŸčĲ čğęĺęçď ďŸ ňăę§Ĳńđ§ęçď ŽăŸ ďŸ ęĺåľęňčĲ ńđ ľđčŸľăęćęŽåŸ Žćàľľéď ňŕđćãł ńáěđł (ńâńęăĲł ĲåďŸă ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ đ LISP, đ Miranda, đ Haskell, đ Gofer, đ ML, ąŸă áććĲł).

ĂěåİĲă Ĳğåľđł ďŸ ľđčĲăéľęňčĲ ęńă đ ľđčŸľăęćęŽåŸ ğęň ŻéľŸčĲ (đ ęğęåŸ ľńđ ŹăŹćăęŽĺŸŋåŸ ŸďŸŋâĺĲńŸă àł ľđčŸľăęćęŽåŸ ľńŸ§Ĳĺęç ľđčĲåęň), čğęĺĲå ďŸ őĺđľăčęğęăđ§Ĳå àł ęŻđŽæł ŽăŸ ńđ ľàľńã ňćęğęåđľđ čăŸł ŽćéľľŸł ğĺęŽĺŸččŸńăľčęç ğęň ňğęľńđĺåİĲă ľňďŸĺńãľĲăł. Ŕăę ľň- ŽąĲąĺăčâďŸ, ę ňćęğęăđńãł čăŸł ńâńęăŸł ŽćéľľŸł ğĺâğĲă ďŸ ĲěŸľŋŸćåľĲă ęńă ęă ńĲőďăąâł ğęň őĺđľăčęğęăĲå ęňľăŸľńăąá ňğęćęŽåİęňď ńŸ ĲćáőăľńŸ ľńŸ§Ĳĺá ľđčĲåŸ ńàď ŸďŸŻĺęčăąéď ęĺăľčéď Ĳďæł ğĺęŽĺáččŸńęł. Ăňńæ ŻĲ ľňčŹŸåďĲă æčàł ŽĲďăąá: ğęććâł ŽćàľľĲł ğĺęŽĺŸččŸńăľčęç ğęň ňğęľńđĺåİęňď ľňďŸĺńãľĲăł ŻĲď Ÿąęćęň§ęçď ńđ ľđčŸľăęćęŽåŸ ľńŸ§Ĳĺęç ľđčĲåęň ľńăł ňćęğęăãľĲăł ńęňł ŽăŸ ćæŽęňł ŸğęńĲćĲľčŸńăąæńđńŸł, ĲňąęćåŸł ľńđď ňćęğęåđľđ, ąćğ. ĆăŸ ńę ćæŽę Ÿňńæ âőęňď ŸďŸğńňő§Ĳå ąŸă ŻăŸŋęĺĲńăąâł ľđčŸľăęćęŽăąâł ğĺęľĲŽŽåľĲăł ęă ęğęåĲł ąŸćçğńęňď čŸ§đčŸńăąá ńęňł čđőŸďăľčęçł ĲąńâćĲľđł ńàď Žćàľľéď Ÿňńéď.

3.6 ĂľąãľĲăł

1. Ďľńà Z^+ ńę ĲğĲąńĲńŸčâďę ľçďęćę ńàď ŸąĲĺŸåàď Ÿĺă§čéď. Śńę ľçďęćę Ÿňńæ ęĺåİęňčĲ Żçę ğĺáěĲăł:

• Šđď ŋňľăąã ĲğâąńŸľđ − : (Z^+ × Z^+) → Z^+ ńđł Žďàľńãł čŸł ŸŋŸåĺĲľđł ŸąĲĺŸåàď Ÿĺă§čéď.

• Šđď Ÿąæćęň§đ ĲğâąńŸľđ ∗ : (Z^+ × Z^+) → Z^+ ńęň Žďàľńęç čŸł ğęććŸğćŸľăŸľčęç ŸąĲĺŸåàď Ÿĺă§čéď:

0 ∗ a = a ∗ 0 = 0, ∀a ∈ Z^+ ⊥ ∗a = a∗ ⊥ = ⊥, ∀a ∈ Z^+ − {0} (a) ČĲåěńĲ ęńă đ ğŸĺŸğáďà ĲğâąńŸľđ ńęň ğęććŸğćŸľăŸľčęç ĲåďŸă čęďęńęďăąã. (b) ĎěĲńáľńĲ Ÿď ăľőçęňď ęă Ÿąæćęň§Ĳł Żçę ăŻăæńđńĲł ńàď ŸąĲĺŸåàď Ÿĺă§čéď ľńăł ĲğĲąńáľĲăł ğęň ąáďŸčĲ: • (a − b) ∗ c = a ∗ c − b ∗ c • (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) Šă ľňčğâĺŸľčŸ ŹŽáİĲńĲ ŽăŸ ńăł ŽćéľľĲł ğĺęŽĺŸččŸńăľčęç ŽĲďăąéńĲĺŸ čĲ Źáľđ ńđď Ÿğáďńđľđ ľŸł ľńę ĲĺéńđčŸ (b);

2. ŇŸ ŹĺĲ§ęçď æćĲł ęă čęďęńęďăąâł ĲğĲąńáľĲăł ńęň ŻňŸŻăąęç ćęŽăąęç ńĲćĲľńã or. ĆăŸ ąá§Ĳ čåŸ Ÿğæ Ÿňńâł ğĲĺăŽĺáŕńĲ (őàĺåł ăŻăŸåńĲĺĲł ćĲğńęčâĺĲăĲł) ğàł §Ÿ čğęĺęçľŸńĲ ďŸ ńđď ňćęğęăãľĲńĲ.

ŞğæŻĲăěđ: Őă čęďęńęďăąâł ĲğĲąńáľĲăł ńęň or ŻĲď ĲåďŸă ğęććâł.

3. ŇŸ ŸğęŻĲăőńĲå ńę ĞĲéĺđčŸ 3.4 ńàď ľđčĲăéľĲàď, æńă ŻđćŸŻã ąá§Ĳ ŸćňľľåŻŸ {f_i} âőĲă âďŸ Ĳćáőăľńę áďà ŋĺáŽčŸ.

ŞğæŻĲăěđ: ĽŸńŸľąĲňáľńĲ ąŸń’Ÿĺőãď ńđ ľňďáĺńđľđ Ÿňńã.

4. Ďľńà ≡: (N^+ × N^+) → {true, false}^+ đ ăľőňĺã ľňďáĺńđľđ ăľæńđńŸł, đ ęğęåŸ ęĺåİĲńŸă àł Ĳěãł: (a ≡ a) = true, ∀a ∈ N (a ≡ b) = false, ∀a, b ∈ N čĲ a ≠ b (⊥≡⊥) = true (a ≡⊥) = false, ∀a ∈ N (⊥≡ a) = false, ∀a ∈ N Ę ľňďáĺńđľđ Ÿňńã ŻĲď ĲåďŸă čęďęńęďăąã (ŽăŸńå;). ŇŸ ŻĲåěĲńĲ ęńă ąŸă ńę ľňďŸĺńđľăęĲăŻâł τ : [N^+ → N^+] → [N^+ → N^+]: τ [F ](x) = if (F (x) ≡⊥) then 0 else ⊥ ŻĲď ĲåďŸă čęďęńęďăąæ.

5. Ďľńà ńę Ÿąæćęň§ę ŸďŸŻĺęčăąæ ğĺæŽĺŸččŸ (ńę ęğęåę ňğę§âńęňčĲ æńă ęĺåİĲńŸă ľńę ľçďęćę ńàď ŋňľăąéď Ÿĺă§čéď):

F(x, y) .= if (x eq 0) then 1 else F(x − 1, F(x, y))

(a) ŞğęćęŽåľńĲ ńę ďæđčŸ ńęň ğĺęŽĺáččŸńęł čĲ ńđ čâ§ęŻę ńęň Ĳćáőăľńęň ľńŸ§Ĳĺęç ľđčĲåęň.

(b) Ŕęăá ĲåďŸă đ ńăčã ńęň F(2,3) æńŸď ňćęğęăãľęňčĲ ńę ğĺæŽĺŸččŸ Ÿňńæ ľĲ C; Ŕęăá ĲåďŸă đ ńăčã ńęň F(2,3) æńŸď ňćęğęăãľęňčĲ ńę ğĺæŽĺŸččŸ Ÿňńæ ľńđ ŽćéľľŸ ğĺę- ŽĺŸččŸńăľčęç GOFER; Šă ľňčğâĺŸľčŸ ŹŽáİĲńĲ ŽăŸ ńęď ńĺæğę ğęň ňćęğęăęçď ńăł ľňďŸĺńãľĲăł ęă Żçę Ÿňńâł ŽćéľľĲł;